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Re´sume´
Nous pre´sentons toutes les alge`bres de Lie re´elles, re´solubles et
alge´briquement rigides de dimension infe´rieure ou e´gale a` 8. Nous
soulignerons les diffe´rences qui distinguent cette classification de celle
des alge`bres complexes re´solubles rigides.
Mots clefs : alge`bre de Lie, rigide, re´soluble.
1 De´finitions et proprie´te´s pre´liminaires
Soit un corps commutatif K de caracte´ristique nulle et Ln la varie´te´
alge´brique des K-alge`bres de Lie de dimension n. On dit qu’une K-alge`bre
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de Lie g est rigide si son orbite dans Ln, sous l’action du groupe GL(n,K),
est ouverte. Selon le crite`re de rigidite´ de Nijenhuis et Richardson [12], l’an-
nulation du deuxie`me groupe de cohomologie H2(g, g) entraˆıne la rigidite´.
La re´ciproque ne se ve´rifie pas en ge´ne´ral et il existe des contre-exemples
pour K = C,R et n > 11. Par contre toute alge`bre de Lie rigide sur C de
dimension n ≤ 8 ve´rifie H2(g, g) = 0.
Soit g un alge`bre de Lie re´elle. Elle est appele´e forme re´elle d’une alge`bre
de Lie complexe g′ si g′ est isomorphe sur C a` l’alge`bre g ⊗R C. Dans ce
cas il existe une base de g′ par rapport a` laquelle les constantes de structure
sont re´elles. Si {Y1, .., Yn} est une telle base de g′, alors [Yi, Yj] = CkijXk avec
Ckij ∈ R. L’alge`bre de Lie re´elle de´finie par les meˆmes constantes de structure
est une forme re´elle de g′.
De´finition 1 Soit g une alge`bre de Lie re´elle de dimension n. On appelle
tore exte´rieur de de´rivations toute sous-alge`bre abe´lienne dont les e´le´ments
sont semi-simples.
Ceci signifie que les endomorphismes complexes f ⊗ Id ∈ End(gC) com-
mutent et sont simultanement diagonalisables sur C. On en de´duit que tous
les tores exte´rieurs maximaux de g ont la meˆme dimension. Cette dimension
est le rang de g.
Dans le cas complexe, le the´ore`me de Mal’cev [11] pre´cise que tous les tores
sont conjuge´s par un automorphisme interne de l’alge`bre de Lie. Sur le corps
re´el ceci n’est plus le cas.
Exemple 1 Soit g = h1 l’alge`bre de Heisenberg de dimension 3. Elle est
de´finie par [X1, X2] = X3. Soit f ∈ Der(g). Alors la matrice de f sur cette
base s’e´crit : 
 a1 b1 0a2 b2 0
a3 b3 a1 + a2


et f est C-diagonalisable si et seulement si le mineur(
a1 b1
a2 b2
)
est diagonalisable. Ainsi le tore complexe est engendre´ par
 λ1 0 00 0 0
0 0 λ1

 et

 0 0 00 λ2 0
0 0 λ2

 ,
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Dans le cas re´el on a les tores suivantes :
t1 = R



 λ1 0 00 0 0
0 0 λ1

 ,

 0 0 00 λ2 0
0 0 λ2



 ,
t2 = R



 a 0 00 a 0
0 0 2a

 ,

 0 −b 0b 0 0
0 0 0



 , (1)
et ces deux tores ne sont pas conjuge´s par rapport a` Aut(h1). Notons que si
g est re´elle de rang non nul le nombre de classes d’automorphisme des tores
est fini et c’est un invariant de g. On appellera ce nombre l’indice toro¨ıdal de
g. Ici il vaut 2, et plus ge´ne´ralement pour l’alge`bre de Heisenberg re´elle hp il
vaut p+ 1.
Notons enfin que si l’alge`bre de Lie complexe g′ admet une forme re´elle
g, alors
dimRH
2(g, g) = dimCH
2(g′, g′).
En effet, si {X1, .., Xn} est une base de g, les constantes de structure de g′
sur la base {Yi := Xi ⊗ 1, 1 ≤ i ≤ n} sont e´gales a` ceux de g. Il s’en suit que
le syste`me line´aire de´finissant les cocycles (et les cobords) de g et g′ ont le
meˆme rang.
De´finition 2 Une alge`bre de Lie re´elle g est dite alge´briquement rigide si
dimRH
2(g, g) = 0.
On en de´duit que g′ = g⊗ C est alge´briquement rigide.
Conse´quence 1 Si dim g ≤ 8, alors g est rigide si et seulement elle est
alge´briquement rigide.
Le proble`me qui se pose alors est de savoir s’il existe des formes re´elles g1
et g2 non isomorphes d’une alge`bre de Lie rigide complexe qui soient toutes
les deux rigides. L’exemple suivant montre que cette situation apparaˆıt de`s
la dimension 4.
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2 Exemples
2.1 Dimension 4
Soit a2 l’alge`bre de Lie abe´lienne re´elle de dimension 2. Elle admet deux
tores non conjuge´s :
t1 = R
{(
λ1 0
0 0
)
,
(
0 0
0 1
)}
, (2)
t2 = R
{(
1 0
0 1
)
,
(
0 −1
1 0
)}
. (3)
Soit g1 l’alge`bre de Lie re´soluble de´finie par l’extension de a2 par t1 : g1 =
t1 ⊕ a2. Les constantes de structure sont donne´es par
[X1, Y1] = Y1, [X1, Y2] = 0, [X2, Y1] = 0, [X2, Y2] = Y2. (4)
Elle est isomorphe a` l’alge`bre r22 [10].
Soit g2 l’extension de a2 par t2, g2 = t2 ⊕ a2. Dans ce cas, les constantes de
structure sont donne´es par
[X1, Y1] = Y1, [X1, Y2] = Y2, [X2, Y1] = Y2, [X2, Y2] = −Y1. (5)
Les deux alge`bres sont alge´briquement rigides et non isomorphes. Elles ad-
mettent comme alge`bre complexifie´e r22.
2.2 Dimension 5
Soit N5,3 l’alge`bre de Lie nilpotente re´elle de dimension 5 de´finie par :
[Y1, Y2] = Y3, [Y1, Y3] = Y4, [Y2, Y3] = Y5.
Par rapport a` cette base, les de´rivations exte´rieures s’e´crivent comme

f 11 f
1
2 0 0 0
f 21 f
2
2 0 0 0
0 0 f 11 + f
2
2 0 0
0 f 42 0 2f
1
1 + f
2
2 f
1
2
f 51 f
5
2 0 f
2
1 f
1
1 + 2f
2
2

 . (6)
Le tore de N5,3 ⊗C est de dimension 2 et l’indice toro¨ıdal de N5,3 est e´gal a`
2. En effet, elle admet les deux tores suivantes qui ne sont pas conjuge´s :
4
1. le tore t1 est engendre´ par deux de´rivations diagonales :
t1 = R




1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 2 0
0 0 0 0 1

 ,


0 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 2




(7)
2. Le tore t2 est engendre´ par
t2 = R




1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 3

 ,


0 1 0 0 0
−1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 −1 0




(8)
Comme les matrices
(
f 11 f
1
2
f 21 f
2
2
)
et
(
2f 11 + f
2
2 f
1
2
f 21 f
1
1 + 2f
2
2
)
ont le meˆme
polynoˆme caracte´ristique, elles admettent les meˆmes valeurs propres. On en
de´duit que t1 et t2 sont les seuls tores a` conjugaison pre`s. Conside´rons les
deux alge`bres re´elles de dimension 7
g1 = t1 ⊗N5,3,
g2 = t2 ⊗N5,3.
Elles sont alge´briquement rigides et non isomorphes dans R. Les constantes
de structure de g2 sont donne´es par :
[X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X5, [Y,X1] = −X2,
[Y,X2] = X1, [Y,X4] = −X5, [Y,X5] = X4, [Z,X1] = X1,
[Z,X2] = X2, [Z,X3] = 2X3, [Z,X4] = 3X4, [Z,X5] = 3X5.
(9)
Ces deux exemples nous montrent le re´sultat suivant :
The´ore`me 1 Soit n une alge`bre de Lie nilpotente de rang non nul k et
d’indice toro¨ıdal p. Alors, si t1, .., tp sont les tores non conjuge´s par rap-
port au groupe Aut(n) les alge`bres de Lie gi := ti ⊕ n sont non isomor-
phes. Si gC := gi ⊕ C est alge`briquement rigide, les alge`bres re´elles gi sont
alge`briquement rigides et non isomorphes. Ce sont les seules, a` isomorphisme
pre`s, ayant gC comme alge`bre complexifie´e.
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Conse´quence 2 Le the´ore`me de de´composabilite´ de Carles [6] n’est plus
valable pour les alge`bres de Lie rigides re´elles. Rappelons que cet re´sultat dit
que toute alge`bre de Lie rigide est la somme semi-directe du nilradical1 et un
tore exte´rieur forme´e par des e´le´ments diagonalisables.
3 La classification re´elle jusqu’a` dimension 8
Les exemples ci-dessus montrent que les classifications re´elle et complexe
diffe`rent. Nous pouvons pour chacune des alge`bres nilpotentes re´elles de di-
mension 5 reprendre la preuve pre´cedente. Dans ce paragraphe nous pro-
posons la classification des alge`bres de Lie re´elles re´solubles rigides de di-
mension n ≤ 8 en se basant d’une part sur la classification complexe [10],
et d’autre part sur la classification des alge`bres de Lie re´elles nilpotentes de
dimension m ≤ 6 [7, 13].
Lemme 1 Soit g une alge`bre de Lie re´soluble re´elle alge´briquement rigide de
dimension 8 dont le tore contient au moins une de´rivation non-diagonalisable.
Alors le nilradical n est de dimension m ≤ 6.
De´monstration. Supposons que g soit de rang 1, c’est-a`-dire, dim n = 7.
Alors l’espace comple´mentaire de n dans g est de dimension 1, donc engendre´
par un vecteur X tel que l’ope´rateur adjoint ad (X) est diagonalisable sur C.
D’apre`s [1], pour toute alge`bre de Lie re´soluble complexe rigide, il existe une
base du tore exte´rieur t telle que les valeurs propres des ope´rateurs adjoints
sont entie`res. On en de´duit l’existence d’un vecteur Y , tel que X = λY
ou` λ ∈ C et la forme canonique est diag(n1, . . . , n7, 0), ou` n1, . . . , n7 ∈ Z.
De plus, les valeurs propres sont non nulles d’apre`s [10]. L’ope´rateur ad(X)
n’e´tant diagonalisable que sur le corps complexe implique que l’existence
d’une suite de nombres entiers {n1, .., n7} et la partie re´elle de λ est nulle.
Alors ad (X) = diag(λn1, . . . , λn7, 0) sur C. Des proprie´te´s des polynoˆmes
a` coefficients re´els d’ordre impair on de´duit que λni et λ¯ni sont des valeurs
propres de ad (X), d’ou` ad(X) = diag(λn1, λ¯n1, λn2, λ¯n2, λn3, λ¯n3, λn4, λ¯n4).
Ceci implique qu’il existe au moins un λni = 0, d’ou` la contradiction.
D’apre`s le lemme le proble`me est alors re´duit a` de´terminer les formes
re´elles des alge`bres de Lie rigides complexes.
1C’est-a`-dire, le ide´al nilpotent maximal
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Proposition 1 Toute alge`bre de Lie rigide re´elle de dimension n ≤ 8 possedant
au moins une de´rivation non diagonale est isomorphe a` une des alge`bres suiv-
antes :
– Dimension 4 :
g24 : [X1, X3] = X2, [X3, X2] = X1, [X4, X1] = X1, [X4, X2] = X2.
– Dimension 5 :
g25 : [X1, X2] = X3, [X4, X1] = X1, [X4, X2] = X2, [X4, X3] = 2X3,
[X5, X1] = −X2, [X5, X2] = X1.
– Dimension 6 :
g46 : [X1, X3] = X2, [X3, X2] = X1, [X4, X1] = X1, [X4, X2] = X2,
[X5, X6] = X5.
– Dimension 7 :
g97 : [X1, X2] = X3, [X1, X3] = X4, [X2, X3] = X4 , [X6, X1] = −X2,
[X6, X2] = X1, [X6, X4] = −X5, [X6, X5] = X4, [X7, X1] = X1,
[X7, X2] = X2, [X7, X3] = 2X3, [X7, X4] = 3X4, [X7, X5] = 3X5.
g107 : [X5, X1] = X1, [X5, X2] = X2, [X5, X3] = 2X3, [X6, X1] = −X2,
[X6, X2] = X1, [X7, X4] = X4, .
– Dimension 8 :
g348 : [X1, X3] = X2, [X3, X2] = X1, [X4, X1] = X1, [X4, X2] = X2,
[X5, X7] = X6, [X7, X6] = X5, [X8, X5] = X5, [X8, X6] = X6.
g358 : [X1, X3] = X2, [X3, X2] = X1, [X4, X1] = X1, [X4, X2] = X2,
[X5, X6] = X6, [X7, X8] = X8.
g368 : [X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, [X6, Xi] = Xi (i = 1, 4, 5) ,
[X7, X2] = −X3, [X7, X3] = X2, [X7, X4] = −X5, [X7, X5] = X4,
[X8, Xi] = Xi (i = 2, 3, 4, 5) .
g378 : [X1, X2] = X5, [X3, X4] = X5, [X6, Xi] = Xi (i = 1, 2) ,
[X6, X5] = 2X5, [X7, X1] = −X2, [X7, X2] = X1, [X8, X3] = −X4,
[X8, X4] = X3 .
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g388 : [X1, X2] = X5, [X3, X4] = X5, [X6, Xi] = Xi (i = 1, 2) ,
[X6, X5] = 2X5, [X7, X1] = X1, [X7, X2] = −X2, [X8, X3] = −X4,
[X8, X4] = X3 .
g398 : [X1, Xi] = Xi+1, (2 ≤ i ≤ 4) , [X3, X2] = X6, [X6, X2] = X5,
[X7, X1] = X1, [X7, X2] = X2, [X7, X3] = 2X3, [X7, X4] = 3X4,
[X7, X5] = 4X5, [X7, X6] = 3X6, [X8, X1] = X2, [X8, X2] = −X1,
[X8, X4] = −X6, [X8, X6] = X4.
g408 : [X1, Xi] = Xi+2, (2 ≤ i ≤ 4) , [X2, X3] = X6, [X4, X2] = X5,
[X7, X1] = X1, [X7, X2] = X2, [X7, X3] = 2X3, [X7, X4] = 2X4,
[X7, X5] = 3X5, [X7, X6] = 3X6, [X8, X1] = X2, [X8, X2] = −X1,
[X8, X5] = X6, [X8, X6] = −X5.
De plus, les alge`bres sont deux-a`-deux non isomorphes.
The´ore`me 2 Soit g une alge`bre de Lie re´elle, re´soluble et alge´briquement
rigide de dimension infe´rieure ou e´gale a` 8. Alors g est isomorphe a` l’une
des alge`bres gji de´crites par les lois µ
j
i de la liste [10] (celles ci sont les formes
re´elles obtenues par restriction des scalaires des alge`bres complexes re´solubles
rigides de dimension infe´rieure ou e´gale a` 8) ou bien a` l’une des alge`bres du
lemme pre´ce´dent. De plus, toutes ces alge`bres sont deux-a`-deux non isomor-
phes.
De´monstration. Soit g une alge`bre ve´rifiant les hypothe`ses du the´ore`me.
Si la dimension du niradical est infe´rieure ou e´gale a` 6, les alge`bres posse´dant
des de´rivations non diagonalisables sont donne´es par le lemme pre´ce´dent, et
ceux ayant un tore forme´ par des de´rivations diagonalisables sont classifie´es
dans [10]. Si la dimension du niradical est e´gale a` 7, alors ne´cessairement
dim g = 8 et le tore est engendre´ par une seule de´rivation f . D’apre`s le lemme
ci-dessus, f est diagonale et donc g est obtenue par restriction des scalaires
des alge`bres complexes de la liste [10] qui ont un nilradical de dimension 7.
De la the´orie ge´ne´rale de la rigidite´ sur le corps complexe on de´duit que
toute alge`bre de Lie re´soluble rigide est determine´e de fac¸on biunivoque par
son nilradical, et par conse´quent par le syste`me de racines [1]. Par contre, dans
le cas re´el le nilradical ne de´termine pas la structure du tore. La table suivante
donne les alge`bres de Lie re´elles rigides non isomorphes de dimension n ≤ 8
qui s’appuient sur un nilradical donne´. On appelera forme normale a` l’alge`bre
de Lie re´elle obtenue par re´striction des scalaires de l’alge`bre complexe de la
classification dans [10].
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Tab. 1 – Alge`bres de Lie re´eles rigides ayant le meˆme nilradical.
Dimension Nilradical Formes re´elles
4 abe´lien
g14 (forme normale)
g24
5 N3 = h1
g15 (forme normale)
g25
6 abe´lien
g36 (forme normale)
g46
7 N3 ⊕ R
g87 (forme normale)
g107
N5,3
g67 (forme normale)
g97
abe´lien
g338 ≃ g
1
2 ⊕ g
1
2 ⊕ g
1
2 ⊕ g
1
2 (forme normale)
g348
g358
N5,5
g318 (forme normale)
g368
8 N5,6 = h2
g328 (forme normale)
g378
g388
N6,6
g228 (forme normale)
g398
N6,14
g298 (forme normale)
g408
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La raison de l’existence des alge`bres rigides re´elles s’appuyant sur le meˆme
nilradical est une conse´quence de l’invalidite´ du the´ore`me de de´composabilite´,
et plus pre´cisement, de l’existence de de´rivations exte´rieures non diagonal-
isables. Par conse´quence, le nombre des alge`bres de Lie re´elles rigides ayant
le meˆme nilradical est donne´ pre´cisement par l’indice toroˆıdal de´fini dans la
premie`re section.
Exemple 2 L’alge`bre de Heisenberg hn est de´finie par les crochets
[X2i−1, X2i] = X2n+1 i = 1, . . . , n
Sur le corps complexe, il n’existe qu’une alge`bre g3n+2 rigide ayant hn pour
nilradical, donne´e par le tore de dimension n+1 engendre´ par {Y1, .., Yn+1} :
[Yi, X2i−1] = X2i−1, [Yi, X2i] = −X2i, 1 ≤ i ≤ n
[Yn+1, Xi] = Xi, [Yn+1, X2n+1] = 2X2n+1, 1 ≤ i ≤ 2n.
Les formes re´elles de g3n+2, que nous de´notons par g3n+2,k (ou` 0 ≤ k ≤ n)
sont donne´es par :
[X2i−1, X2i] = X2n+1, 1 ≤ i ≤ n
[Yi, X2i−1] = X2i, [Yi, X2i] = −X2i−1, 1 ≤ i ≤ k
[Yi, X2i−1] = X2i−1, [Yi, X2i] = −X2i, k + 1 ≤ i ≤ n+ 1
[Yn+1, Xi] = Xi, [Yn+1, X2n+1] = 2X2n+1 1 ≤ i ≤ 2n.
En particulier, la forme re´elle g3n+2,k posse`de k de´rivations non diago-
nalisables. C¸a montre que l’indice toro¨ıdal est e´gale a p+1. Cette e´tude nous
conduit a` emettre la conjecture suivante :
Conjecture 1 Toute alge`bre de Lie re´elle re´soluble rigide posse`de au moins
une de´rivation diagonale.
Remarques finales
Dans [3, 5] on montre que les syste`mes des poids des alge`bres de Lie
nilpotentes [9] peuvent eˆtre de´crits par des crite`res combinatoires. En parti-
culier, on montre que toute alge`bre de Lie rigide complexe dont l’indice de
re´solubilite´ est deux est de´composable. L’exemple en dimension 4 vu dans
2.1 montre que cette proprie´te´ ne s’e´tend pas au cas re´el. Ceci signifie que la
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notion de graphe des poids doˆıt eˆtre modifie´e pour couvrir la classification
des rigides re´elles. Une autre proprie´te´ caracte´ristique du cas complexe con-
cerne la re´solubilite´ comple`te des alge`bres rigides. Rappelons qu’une alge`bre
de Lie est dite comple´tement re´soluble [8] s’il existe une suite de´croissante
d’ide´aux
g = I0 ⊃ I1 ⊃ . . . In−1 ⊃ In = 0
telle que dimK Ik/Ik+1 = 1 pour tout k = 0, .., n − 1. Sur le corps C, la
re´solubilite´ et la re´solubilite´ comple`te sont equivalentes. Par contre, sur R,
on peut seulement dire que la re´solubilite´ comple`te implique la re´solubilite´, la
re´ciproque e´tant fausse en ge´ne´ral. D’ailleurs, si g une alge`bre de Lie re´soluble
rigide complexe alors seulement la forme re´elle obtenue par restriction des
scalaires (le tenseur de structure e´tant rationnel) est comple`tement re´soluble.
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